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Algoritmos computacionales para o´rbitas de
transferencia
Resumen
El ca´lculo de trayectorias interplanetarias es tema activo de investigacio´n dado el
constante env´ıo de sondas hacia los diferentes planetas de nuestro Sistema Solar. En este
sentido, este proyecto aborda el desarrollo e implementacio´n de co´digos computacionales
en el ca´lculo de trayectorias de transferencia para el env´ıo de sondas interplanetarias,
haciendo uso de trayectorias del tipo Hohmann con asistencia gravitacional en pasos in-
termedios.
En este trabajo se determinan los elementos orbitales y las gra´ficas para las trayec-
torias de sondas enviadas desde la Tierra hacia algunos planetas del Sistema Solar, as´ı
como otros tipos de sistemas planetarios, corroborando los resultados con misiones ya
efectuadas y obteniendo trayectorias de transferencia adecuadas para los planetas en con-
sideracio´n durante un periodo establecido.
Los resultados de esta investigacio´n adquieren relevancia puesto que sera´n u´tiles para
la comunidad cient´ıfica interesada en futuras misiones interplanetarias, entre ellas las di-
ferentes agencias espaciales internacionales.
Palabras claves: Asistencia gravitacional, elementos orbitales, transferencia de Hoh-
mann.
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Algoritmos computacionales para o´rbitas de
transferencia
Abstract
The calculation of interplanetary trajectories is an active topic of research given the
constant sending of probes to the different planets of our Solar System. In this sense, this
project addresses the development and implementation of computational codes in the cal-
culation of transfer paths for sending interplanetary probes, making use of Hohmann-type
paths with gravitational assistance in intermediate steps.
In this work, the orbital elements and the graphs for the trajectories of probes sent
from the Earth to some planets of the Solar System, as well as other types of plane-
tary systems are determined, corroborating the results with missions already carried out
and obtaining adequate transfer paths for the planets under consideration for a set period.
The results of this research acquire relevance since they will be useful for the scientific
community interested in future interplanetary missions, including the different interna-
tional space agencies.
Keywords: Gravitational assistance, orbital elements, Hohmann transfer.
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En el a´mbito espacial es de gran relevancia reducir el gasto energe´tico proporcionado a un
veh´ıculo, por ende, es necesario realizar un estudio del ca´lculo de los para´metros orbitales
para el env´ıo de sondas. En [1] se estudia una aproximacio´n algebraica al problema de
la transferencia orbital minimizando su costo. Los autores desarrollan una prueba teo´rica
con el fin de optimizar la doblemente impulsada transferencia de Hohmann entre dos
trayectorias circulares. En [2] los autores abordan el problema de maniobras orbitales para
un sate´lite movie´ndose en trayectorias Keplerianas, en presencia de un campo de fuerzas
centrales, de esta manera determinan los resultados teo´ricos apropiados para simulaciones
reales y ana´lisis de misiones.
De igual manera, es importante relacionar el trabajo en [3] acerca del uso de la asisten-
cia gravitacional en misiones planetarias. En este se estudia la factibilidad de efectuar un
cambio neto en la velocidad y la direccio´n del movimiento de un veh´ıculo espacial como
consecuencia de su paso a trave´s de la influencia ejercida por el campo gravitacional de un
planeta o sate´lite planetario. Tambie´n describe el encuentro en diciembre de 1973 entre
la nave espacial Pioneer 10 con el planeta Ju´piter como un ejemplo concreto de asistencia
gravitacional. La referencia [4] contiene el estudio de la dina´mica asociada el concepto de
asistencia gravitacional, utilizando como ejemplo el env´ıo de la sonda Cassini en la de´cada
de los 90.
La referencia [5] explora o´rbitas el´ıpticas de transferencias Bi-impulsivas no-coplanares
con consumo mı´nimo de energ´ıa. Ana´logamente, en el reciente trabajo de la referencia [6]
se utilizan o´rbitas de transferencia del tipo Hohmann no-coplanares, por medio del uso
de a´ngulos los cuales son precisados como para´metros para minimizar la energ´ıa. Los
autores validan su me´todo mediante simulacio´n nume´rica, corroborando sus resultados
con para´metros orbitales de los sate´lites Sputnik I and Vanguard I. Asimismo, en [7] se
construye un nuevo tipo de transferencia orbital desde la Tierra hasta Marte que finaliza en
captura bal´ıstica. Como resultado se muestran ahorros substanciales en ∆v, comparados
con las transferencias cla´sicas de Hohmann bajo ciertas condiciones establecidas.
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Finalmente, uno de los referentes metodolo´gicos para este proyecto se encuentra en
la referencia [8] , los investigadores desarrollan algoritmos para el ca´lculo de para´metros
orbitales para el env´ıo de sondas interplanetarias en co´digo MatLab. Sin embargo, no se




El lanzamiento de una sonda de investigacio´n planetaria a trave´s del Sistema Solar implica
una serie de ana´lisis que incluyen telemetr´ıa, sistemas de posicionamiento, ventanas de
lanzamiento adecuadas, entre otros [9],[10] y [11]. Una de las variables cr´ıticas y relevantes
para lograr poner en o´rbita una sonda alrededor de un planeta es encontrar una correcta
trayectoria de transferencia, para lo cual a menudo se hace uso de trayectorias de trans-
ferencias del tipo Hohmann y no- Hohmann. Particularmente, el uso de la transferencia
Hohmann ha sido extensamente implementada en el env´ıo de sondas interplanetarias [12].
Bajo ciertas consideraciones de lanzamiento y con el uso de asistencia gravitacional [13],
es posible optimizar el camino recorrido por la sonda, permitiendo ahorros de tiempo y
costo en la misio´n.
Este trabajo busca desarrollar e implementar co´digos computacionales para calcular las
trayectorias de lanzamiento para el env´ıo de una sonda desde la tierra hacia diferentes pla-
netas del Sistema Solar, haciendo uso de trayectorias del tipo Hohmann y No-Hohmann, y
asistencia gravitacional en pasos intermedios. Lo anterior requiere encontrar los elementos
orbitales y las gra´ficas y de las trayectorias para el env´ıo de sondas desde la Tierra hacia
algunos planetas del Sistema Solar. Para este fin se hace necesario realizar un estudio
detallado de los vectores de estado de la posicio´n y velocidad orbital de los planetas con-
siderados con el fin de determinar las trayectorias de transferencia o´ptimas para el env´ıo
de la sonda.
As´ı, se pretende desarrollar e implementar co´digos en el paquete computacional Matlab
para obtener los elementos orbitales de las misiones Mariner 10 (Mercurio), Magallanes
(Venus), Mars Global Surveyor (Marte) y Voyager 1 (Jupiter y Saturno), como ejercicio
de corroboracio´n de los algoritmos. Este ejercicio dara´ validez a nuestro co´digo compu-
tacional permitiendo el uso del mismo para futuros trabajos, donde se requiera como pro-
cedimiento encontrar los elementos orbitales y las simulaciones de trayectorias de misiones
interplanetarias futuras. Segu´n lo estipulado anteriormente, se formula siguiente pregunta
de investigacio´n ¿Es posible desarrollar de manera factible un Algoritmo computacional
5
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en Matlab que permita obtener los elementos orbitales para la trayectoria de una nave
espacial en viaje interplanetario?
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Cap´ıtulo 2. Planteamiento del Problema
2.1 Objetivos
2.1.1 Objetivo General
Desarrollar un algoritmo computacional en Matlab que permita obtener los elementos
orbitales para la trayectoria de una nave espacial en viaje interplanetario, haciendo uso
de trayectorias del tipo Hohmann y asistencia gravitacional.
2.1.2 Objetivos Espec´ıficos
• Sintetizar las ecuaciones de movimiento involucradas en una o´rbita de transferencia
de tipo Hohmann con asistencia gravitacional.
• Desarrollar funciones en Matlab para las ecuaciones de movimiento.
• Desarrollar scripts en Matlab que calculen los elementos orbitales.
• Corroborar los resultados obtenidos con dos paquetes computacionales utilizados
por la comunidad cient´ıfica
7
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2.2 Justificacio´n
En el marco del proyecto de investigacio´n Ca´lculo de elementos orbitales para el env´ıo
de sondas interplanetarias, co´digo interno ING-003-18, y dentro de las actividades del
Semillero de Investigacio´n en Meca´nica Orbital del Programa de Ingenier´ıa Aerona´utica,
surge la oportunidad de contribuir al desarrollo del proyecto a trave´s de la modalidad de
Trabajo de Grado de los estudiantes. En este sentido, el desarrollo de este trabajo con-
tribuye a los resultados de investigacio´n del Proyecto en mencio´n, al tiempo que fortalece
las competencias de formacio´n investigativa de los estudiantes del programa.
Desde lo disciplinar, el estudio de las o´rbitas de transferencia adquiere relevancia dado
el constante env´ıo de sondas para la exploracio´n planetaria, entre ellas las desarrolladas
por las agencias internacionales NASA (National Aeronautics and Space Administration),
ESA (European Space Agency), State Space Corporation ROSCOSMOS, y JAXA (Japan
Aerospace Exploration Agency). Los resultados de trabajos de estas caracter´ısticas son de
constante consulta por los investigadores en el campo de la astrona´utica para el desarrollo
de futuras misiones.
Por otra parte, la determinacio´n de o´rbitas de transferencia para el env´ıo de sondas
interplanetarias requiere el uso de paquetes computacionales que funcionan a modo de
“cajas negras”, donde el usuario frecuentemente no tiene la oportunidad de conocer la
f´ısica involucrada en los resultados que arroja el programa. Estos softwares funcionan a
modo de entrada-salida, donde el usuario no tiene acceso al kernel de las ecuaciones que
dan origen a los resultados que arroja el paquete computacional. En este sentido, este
trabajo de grado desarrolla rutinas computacionales desde la misma programacio´n de las
ecuaciones de movimiento. El resultado final son co´digos computacionales que permiten






Los elementos orbitales son los para´metros necesarios para precisar una o´rbita en un
plano requerido. La excentricidad y el momento angular son usados para definir otros
para´metros como lo son el semieje mayor, el periodo y la energ´ıa especifica (en una elip-
se). La anomal´ıa verdadera es un para´metro que permite ubicar un punto en la o´rbita al
transcurrir un tiempo espec´ıfico desde el perigeo.
Figura 3.1: Elementos Orbitales.
Fuente:[8]
Tres para´metros adicionales son requeridos para la orientacio´n de una o´rbita en tres
dimensiones, los cuales tienen por nombre a´ngulos de Euler. En primer lugar, se localiza
9
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Cuadro 3.1: Elementos orbitales de la Figura 3.1
Elemento orbital Descripcio´n (unidad de medida)
h Momento angular (km2/s)
e Excentricidad (adimensional)
Ω Ascensio´n recta del nodo ascendente (◦)
i Inclinacio´n respecto al plano de la ecl´ıptica (◦)
ω Argumento del perihelio (◦)
θ Anomal´ıa verdadera (◦)
a Semieje mayor (km)
la interseccio´n entre el plano de la o´rbita y el plano Ecuatorial (XY ), determinando de
esta manera la l´ınea nodal, el vector de la l´ınea nodal N tiene una prolongacio´n hacia
afuera desde el origen y hasta punto llamado nodo ascendente, lugar en donde la o´rbita
pasa por encima del plano ecuatorial desde abajo. En el otro extremo de la l´ınea nodal
se encuentra el nodo descendente, punto en el cual la o´rbita pasa por debajo del plano
ecuatorial. El primer a´ngulo de Euler, ascensio´n recta del nodo ascendente (Ω), se define
como el a´ngulo entre el eje positivo X y la l´ınea nodal, teniendo en cuenta que este criterio
es un nu´mero positivo entre 0◦ y 360◦.
La inclinacio´n (i) es segundo a´ngulo de Euler, para´metro definido como el a´ngulo
diedro entre el plano orbital y el plano ecuatorial, su medida es estipulada por la regla de
la mano derecha, en sentido antihorario, alrededor del vector de la l´ınea nodal desde el
ecuador hasta la o´rbita, toma valores entre 0◦ y 180◦. Una manera equivalente de medir
el para´metro i es con el a´ngulo formado entre el eje Z y h.
Finalmente, el argumento del perigeo (ω) es el tercer a´ngulo de Euler, es el a´ngulo
entre el vector de la l´ınea nodal N y el vector excentricidad e, medido en el plano de
la o´rbita, este para´metro toma valores positivos entre 0◦ y 360◦. Se debe considerar que
el perigeo se encuentra en la interseccio´n del vector excentricidad e con la trayectoria
orbital.
Igualmente, es necesario realizar un estudio concerniente a las trayectorias de transfe-
rencia el´ıpticas entre o´rbitas circulares, debido a ello, se hace preciso escribir la ecuacio´n
de la elipse en coordenadas polares. As´ı, si r es el radio polar medido en unidades as-






donde a es el semieje mayor (en ua); e es la excentricidad, cuyo valor esta´ en el rango
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0 < e < 1; y t es la variable angular medida en radianes, 0 ≤ t < 2pi.
Por otra parte, el semieje mayor a de la o´rbita de transferencia entre dos o´rbitas con




(r1 + r2) (3.2)





siendo ra el apoapsis
3.2 Transferencia de Hohmann
La transferencia de Hohmann es la transferencia con mejor eficiencia energe´tica para
transferir un impulso entre dos orbitas circulares coplanares que comparten una perspec-
tiva en comu´n [8]. La trasferencia de Hohmann se considera como una o´rbita el´ıptica, la
cual es tangente a los c´ırculos en su l´ınea del a´bside. La Figura 3.2, establece el periapsis y
apoapsis de la o´rbita el´ıptica de transferencia, los cuales son los radios internos y externos
de las o´rbitas circulares, respectivamente.
Figura 3.2: Transferencia de Hohmann
Fuente:[8]
La maniobra de vuelo se da solo en la mitad de la elipse, puede ocurrir en cualquier
direccio´n, desde la o´rbita circular interna hasta la o´rbita circular externa, o de manera
rec´ıproca. Se debe considerar, que la energ´ıa de la o´rbita de transferencia depende sola-
mente de su semieje mayor (a). La energ´ıa espec´ıfica de una o´rbita el´ıptica es negativa,
11
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se denota por la siguiente expresio´n:
ε = − µ
2a
(3.4)
Para obtener un aumento de energ´ıa es necesario reducir su magnitud, para que ε
sea menos negativa. Por consiguiente, entre mayor sea el semieje mayor, la energ´ıa que
presenta la o´rbita tiene un aumento significativo. En la Figura 3.2 se denota el aumento de
energ´ıa a medida que se da el movimiento desde el c´ırculo interior hacia la exterior. En la
o´rbita interior “A” se requiere un incremento en la velocidad ∆vA, el impulso del veh´ıculo
debe darse en la direccio´n del vuelo, con el fin de dirigirlo hacia la trayectoria el´ıptica de
mayor energ´ıa. Posterior al desplazamiento realizado de “A” hasta “B”, es indispensable
generar otro incremento de velocidad de avance ∆vB, posicionando al veh´ıculo en la o´rbita
externa, la cual presenta una energ´ıa superior. Si no se genera el u´ltimo delta-v, el veh´ıculo
retornar´ıa hasta “A” por medio de la elipse de transferencia de Hohmann. El gasto total
de energ´ıa se comprende con el requerimiento del delta-v total, el cual se denomina como
∆vTotal = ∆vA + ∆vB.
La expresio´n de delta-v, es necesaria si la transferencia comienza en “B” en la o´rbita
circular externa, ya que, es indispensable reducir la energ´ıa del veh´ıculo espacial hacia la
o´rbita circular interna. Lo que se pretende con ello, es realizar un empuje en el sentido
opuesto a la direccio´n del vuelo, con el fin de frenar el movimiento. El ∆v representa
la misma cantidad de consumo de combustible sin importar la direccio´n de propulsio´n,
debido a ello, es de mayor consideracio´n las magnitudes al sumar los ∆vs.
Ninguna o´rbita existente es perfectamente circular, por lo tanto, se deben considerar
las orbitas anteriormente mencionadas como el´ıpticas, de este modo se expresa que las
o´rbitas tienen en comu´n la l´ınea del a´bside, es decir son coaxiales. En la Figura 3.3, se
demuestra que la elipse de transferencia debe ser tangente al punto inicial y el objetivo 1
y 2. De igual manera, existen dos o´rbitas de transferencia denominadas como 3 y 3’, para
determinar cua´l de estas requiere menor gasto energe´tico es necesario obtener el delta-v
total. Para ello, el ca´lculo de las velocidades en los puntos A, A’,B y B’ es imprescindible
en cada o´rbita con estos puntos en comu´n. En primer lugar, se determina la excentricidad






ra y rp son los radios del apoapsis y el periapsis, respectivamente. El radio del periapsis
es evaluado en la ecuacio´n de la o´rbita.
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El momento angular es obtenido resolviendo la anterior expresio´n, el cual se encuentra








Figura 3.3: Transferencia de Hohmann entre o´rbitas el´ıpticas coaxiales.
Fuente:[8]
En esta figura,rA′/r0 = 3,rB/r0 = 8 y rB′/r0 = 4
La ecuacio´n 3.7 es utilizada para evaluar el momento angular en cada uno de las cuatro































Por u´ltimo, el requerimiento de delta-v total para las dos posibles trayectorias de
transferencia.
∆vTotal)3 = ∆vA + ∆vB (3.12)
∆vTotal)3
′ = ∆vA′ + ∆vB′ (3.13)
Una vez determinadas los requerimientos para cada una de las trayectorias de trans-
ferencia, se establece que si ∆vTotal)3
′ y ∆vTotal)3 1, la o´rbita 3 es la ma´s eficiente.Sin
embargo, si ∆vTotal)3
′ y ∆vTotal)3 1, la o´rbita 3’ tiene mayor eficiencia que la o´rbita 3.
Existen tres gra´ficos de contorno de ∆vTotal)3
′/∆vTotal)3, expresados para tres re-
presentaciones diferentes de la o´rbita interna 1 de la Figura 3.3. La Figura 3.4 (a) es
presentada para rA′/rA = 3, situacio´n en la que el punto “A” es el periapsis de la elipse
inicial, caso demostrado en la Figura 3.3. En la Figura 3.4 (b) para rA′/rA = 1, expresando
de esta manera que la elipse inicial es un c´ırculo. Finalmente, en la Figura 3.4 (c) para
rA′/rA = 1/3, representando de esta manera a una o´rbita similar a la Figura 3.3, pero su
punto “A” es considerado como el apoapsis en cambio de periapsis.
La Figura 3.4 (a), para la cual rA′ > rA, implica que si el punto “A” es el periapsis de
la o´rbita 1, entonces la transferencia de la o´rbita 3 es la ma´s eficiente. La Figura 3.4 (c),
para la cual rA′ < rA, muestra que si el punto “A” es el periapsis de la o´rbita 1, entonces la
transferencia de la o´rbita 3 es la ma´s eficiente. Segu´n los resultados obtenidos, se determina
que la o´rbita de transferencia con inicio en el periapsis en la o´rbita interna 1 tiene mayor
eficiencia, independientemente de la forma de la o´rbita de destino externa, puesto que su
energ´ıa cine´tica es superior. Si la o´rbita inicial es un c´ırculo como lo demuestra la Figura
3.4 (b), la transferencia de la o´rbita 3 es ma´s eficiente, si se cumple rB′ > rB . Es decir,
desde una o´rbita circular interna, la elipse de transferencia debe terminar en la apoapsis
de la elipse del objetivo externo, donde la velocidad es menor.
3.3 Transferencia de Hohmann bi-el´ıptica
A diferencia de la transferencia de Hohmann la transferencia de Hohmann bi- el´ıptica
utiliza dos o´rbitas de transferencia el´ıpticas para llegar a la o´rbita final y, por tanto, se
necesitan tres impulsos en vez de dos.[14]
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Figura 3.4: Gra´ficas de contorno ∆vTotal)3
′ y ∆vTotal)3 para diferentes taman˜os relativos
en la Figura 3.3.
Fuente:[8]
Teniendo en cuenta que rB > rA′ y rB′ > rA
Figura 3.5: Transferencia de Hohmann Bi-el´ıptica entre la o´rbita interna 1 y la o´rbita
externa 2.
Fuente:[8]
En la Figura 3.5 se observa la transferencia de Hohmann, correspondiente a la elipse
formada por segmentos, es tangente a la circunferencia 1 y la circunferencia 4 e inicia
desde la o´rbita 1 (interna) hasta la o´rbita 4 (externa). La transferencia bi-el´ıptica de
Hohmann utiliza dos semi-elipses coaxiales, 2 y 3, que se extienden ma´s alla´ de la o´rbita
del objetivo externo y son tangentes a cada una de la o´rbitas circulares. De igual manera,
son contiguas entre s´ı en B, punto del apoapsis de ambas semi-elipses. El punto B debe
estar ubicado lo suficientemente lejos del foco, con el fin de que ∆vB sea muy pequen˜a.
Cuando rB se acerca al infinito, vB se acerca a cero. Para que el esquema bi-el´ıptico sea
ma´s eficiente energe´ticamente que la transferencia de Hohmann, debe ser cierto que.
15
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∆vtotal,Bi−el´ıptica<∆vtotal,Hohmann (3.14)















donde α = rC/rA, siendoG la constante gravitacional ympla masa del planeta asociado
a la trayectoria de salida.











siendo a el semieje mayor de la o´rbita de transferencia de Hohmann.
























;µ = G ·mp. (3.18)
La gra´fica de comparacio´n entre ∆vtotal Hohmann y bi- el´ıptico en fun-
cio´n de α y expuesta en la Figura 3.6 , muestra las regiones en las que la
diferencia es positiva, negativa y cero.
16
Cap´ıtulo 3. Marco Teo´rico
Figura 3.6: O´rbitas para las cuales la transferencia bi-el´ıptica es menos eficiente o ma´s
eficiente que la transferencia de Hohmann.
Fuente:[8]
La o´rbita de transferencia de Hohmann es de mayor eficiencia, si el radio
rC del objetivo exterior sea menor 11.9 veces que el radio del objetivo
interior rA, si dicha proporcio´n supera los 15, la o´rbita de transferencia
con mayor eficiencia es la bi- el´ıptica. Igualmente, se evidencia que los
valores ma´s grandes del radio de apoapsis rB son de mayor beneficio para la
transferencia bi- el´ıptica para las dos relaciones (α y β), en contraposicio´n
los valores menores favorecen a la transferencia de Hohmann.
Las pequen˜as ganancias en eficiencia energe´tica pueden percibirse ma´s
que compensadas por los tiempos de vuelo mucho ma´s largos alrededor de
las trayectorias bi-el´ıpticas en comparacio´n con el tiempo de vuelo en la
semi-elipse u´nica de la transferencia de Hohmann.El tiempo de vuelo tB

















siendo a2,3 los semiejes mayores de las o´rbitas de transferencia bi-el´ıpti-
ca.
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Este trabajo es realizado bajo un estudio exploratorio, segu´n Sampie-
ri [15] este tipo de estudio pretende examinar un problema o tema que
presenta pocos estudios, es novedoso o se desea indagar los temas desde
a´reas de nuevas perspectivas, este tipo de estudio sirve para llevar a cabo
una investigacio´n de manera completa y as´ı sugerir postulaciones para fu-
turas investigaciones. De igual manera, el trabajo es planteado bajo una
metodolog´ıa de investigacio´n aplicada [16] , la cual tiende a solucionar los
problemas o desarrollar ideas, con el objetivo de conseguir innovacio´n y
mejoras de procesos en un plazo corto o medio segu´n sea determinado.
Este tipo de metodolog´ıa fue adoptada en este trabajo; ya que, tiene co-
mo caracter´ıstica para su aplicabilidad la utilizacio´n de conocimiento en
bibliograf´ıa ya existente, por medio de las fuentes, analizar, sistematizar y
emplearlo en el trabajo para el desarrollo del mismo y en cumplimiento a
los objetivos planteados.
4.1.1 Disen˜o Metodolo´gico
A continuacio´n, es presentado el disen˜o metodolo´gico, el cual ha sido
realizado con base a los para´metros establecidos mediante el estudio y
metodolog´ıa anteriormente estipulados, para de esta manera desarrollar
los objetivos planteados.
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Etapa 1: Fundamentacio´n teo´rica por medio de bases de datos especia-
lizadas, junto con el estudio de la f´ısica y la matema´tica involucrada en las
trayectorias de Hohmann con asistencia gravitacional.
Etapa 2: Estudio y escritura de generacio´n de funciones en Matlab,
implementando las ecuaciones de movimiento adapta´ndolas a este lenguaje
de programacio´n.
Etapa 3: Estudio de generacio´n e integracio´n de los Scripts y Funciones
en Matlab para la implementacio´n de los mismos en el trabajo.
Etapa 4: Comparacio´n de resultados con paquetes existentes, para una
posterior validacio´n del proyecto.
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Disen˜o de algoritmo computacional
Este cap´ıtulo tiene como finalidad explicar el me´todo usado para la rea-
lizacio´n de los algoritmos computaciones para o´rbitas de transferencias,
mediante la sintetizacio´n y posterior programacio´n de las ecuaciones es-
tudiadas e indicadas en el Marco Teo´rico, lo anterior usando el lenguaje
de programacio´n estipulado por el software Matlab y haciendo uso de la
interfaz AppDesigner [17].
5.1 Procedimiento de programacio´n
Teniendo en cuenta el procedimiento de fundamentacio´n y creacio´n de
co´digos en Matlab expuesto en [18], se realiza la generacio´n de co´digo para
la creacio´n de los algoritmos computacionales para o´rbitas de transferencia.
En la Figura 5.1, se presenta el proceso que se debe llevar a cabo en dicha
programacio´n.
La interfaz de usuario genera una facilidad en la seleccio´n de los plane-
tas que se desean estudiar mediante el despliegue de un menu´ de opciones
(como ejemplo son expuestos los planetas del sistema solar). Una vez de-
terminado el planeta de salida para la misio´n de estudio, se introduce la
fecha deseada del env´ıo del veh´ıculo espacial, esta variable es compuesta
por An˜o, Mes, Dı´a, Hora, Minuto y Segundo, ana´logamente se realiza el
procedimiento mencionado para el planeta de llegada del veh´ıculo. Una
vez terminado el proceso de seleccio´n y escritura de los datos por parte
del usuario, se efectu´an procedimientos de ca´lculo de para´metros de gran
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relevancia, tales como el vector posicio´n, vector velocidad y sus respectivas
magnitudes para los planetas de salida y llegada de la misio´n. Asimismo se
exponen el vector de velocidad, la magnitud de dicho vector y la velocidad
necesaria por parte del veh´ıculo espacial para salir de la esfera de influen-
cia gravitacional que ejercen los planetas sobre este a la salida y llegada
de los mismos. Finalmente, son presentados los elementos orbitales de la
trayectoria de vuelo desde el planeta de salida hasta el planeta de llegada,
tambie´n es calculado el tipo de vuelo en d´ıas para las fechas estipuladas
previamente.
Para visualizar de mejor manera este procedimiento evidenciado en la
Figura 5.1, es necesario dirigirse a los ape´ndices A y B, en los cuales se
muestran las ventanas de interfaz de usuario y posteriormente el proceso
de programacio´n de cada una de las mismas.
5.2 Validacio´n de algoritmos creados
Una vez desarrollados los algoritmos computacionales para orbitas de
transferencia, se debe proceder a una verificacio´n del funcionamiento eficaz
de los co´digos realizados por medio de otros paquetes computacionales
propios de Meca´nica Orbital. Para ello, fue tomado como referencia el
paquete computacional estipulado en [8], donde por medio de la utilizacio´n
de uno de sus co´digos se contrasto´ con una misio´n real llevada a cabo por la
Nasa denominada Mars Global Surveyor [19], esta misio´n tuvo como Fecha
de lanzamiento el 7 de noviembre de 1996 y como Fecha de arribo el 12
de septiembre de 1997. Como se evidencia en las Figuras pertenecientes al
Ape´ndice C, no se presentaron errores en el procedimiento de ca´lculo en
ninguna de las variables presentadas para la misio´n estipulada, validando
de esta manera la efectividad de los diversos co´digos generados para los
algoritmos computacionales para o´rbitas de transferencia.
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Figura 5.1: Diagrama de procedimiento de programacio´n
Fuente: [Autor]
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TRAPPIST-1 es una estrella enana roja del tipo espectral M8 V, localiza-
da en la constelacio´n de Acuario, a una distancia de 39.13 an˜os luz. Como
sistema planetario fue descubierta en 2015 a trave´s del telescopio TRAP-
PIST (acro´nimo de Transiting Planets and Small Planets with a Small
Telescope), de ah´ı el nombre de la estrella [20] . En 2017 se confirmo´ que
este sistema esta´ compuesto de siete planetas terrestres, denotados como
textitb, c, d, e, f, g y h, segu´n la referencia [21],[22].
Cuadro 6.1: Elementos orbitales del Sistema TRAPPIST-I
Planeta Periodo (d) Semieje mayor (ua) Excentricidad Inclinacio´n (o)
b 1.510848 ± 0.000019 0.01111 < 0.081 89.65 ± 0.25
c 2.421848 ± 0.000028 0.01522 < 0.083 89.67 ± 0.17
d 4.049610 ± 0.000063 0.021 ± 0.06 < 0.070 89.75 ± 0.16
e 6.099570 ± 0.000091 0.028 < 0.085 89.86 ± 0.11
f 9.20648 ± 0.00053 0.037 < 0.063 89.680 ± 0.034
g 12.35281 ±0.00044 0.045 < 0.061 89.710 ± 0.025
h 18.76626 ±0.00068 0.063 ± 0.027 0.086 ± 0.032 89.80 ± 0.10
El Cuadro 6.1 muestra los elementos orbitales de intere´s del sistema
planetario. El marco de referencia utilizado es helioce´ntrico, esto es, con la
estrella TRAPPIST-1 en uno de los focos. La inclinacio´n de los planetas es
medida respecto al plano de la ecl´ıptica terrestre. A continuacio´n, algunos
aspectos importantes a resaltar a partir del Cuadro 6.1 y de la referencia
[21].
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1. No´tese que la excentricidad de las o´rbitas es relativamente pequen˜a,
siendo el planeta ma´s exterior h el de mayor excentricidad. Esto permi-
tira´ en primera aproximacio´n, considerar las o´rbitas planetarias como
si fuesen circulares.
2. De la u´ltima columna de la tabla se observa que la inclinacio´n de cada
planeta respecto a los dema´s difiere en menos de 0.3◦. Esto significa
que con muy buena aproximacio´n las o´rbitas de los planetas son co-
planares, requisito necesario para el estudio de transferencias del tipo
Hohmann y Hohmann bi-el´ıpticas que nos conciernen.
3. Adicionalmente, no se tienen datos de la posicio´n del perihelio de
los planetas puesto que las observaciones au´n no permiten establecer
este para´metro orbital. Si la l´ınea de los a´psides es diferente para las
o´rbitas de salida y llegada de la sonda, el estudio de la transferencia de
Hohmann y Hohmann bi-el´ıptico debe ser reformulado. No obstante,
para nuestro caso, el hecho de considerar o´rbitas circulares nos evita
este inconveniente.
6.1 Ca´lculo de elementos orbitales para las trayecto-
rias de transferencia.
Para el ca´lculo de los elementos orbitales de las trayectorias de transfe-
rencia se consideraron lanzamientos desde el planeta ma´s interior b, hacia
cada uno de los planetas exteriores. Se hizo uso los datos orbitales del
sistema planetario listados en el Cuadro 6.1, as´ı como de la herramienta
computacional Mathematica [23] para los ca´lculos nume´ricos.
Para nuestro sistema planetario el valor nume´rico de µ es:
µ = 1,06435x1010km3/s2 (6.0)
6.1.1 Transferencia de Hofmann.
Los para´metros orbitales a y e, mostrados en las ecuaciones 3.2 y 3.3,
respectivamente, son calculados, el incremento ∆vT−HOHMANN dado por
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3.15, y el tiempo de vuelo tH son obtenidos a partir de 3.3, para la o´rbita
de transferencia de Hohmann. El Cuadro 6.2 muestra los resultados.





∆vT,HOHMANN (km/s) a (ua) e tH(d)
b c 11,5819 0.013165027 0.56096 0.97412
b d 21.2846 0.016054974 0.308004 1,31189
b e 28.146 0.019555024 0.431859 1,76347
b f 33.2732 0.024055021 0.538142 2,40597
b g 36.0659 0.028055012 0.603992 3,03038
b h 39.5245 0.037055006 0.700175 4,59993
6.1.2 Transferencia de Hohmann Bi-el´ıptica.
De manera ana´loga al caso anterior, haciendo uso de las expresiones para
a2,3, y e2,3 en 3.3 y 3.12, ∆vT−BI−ELI´PTICO y tB son calculadas de 3.17 y
3.19. Aqu´ı a2,3, y e2,3, denotan los semiejes mayores y las excentricidades,
respectivamente, de las porciones de o´rbita de transferencia bi-el´ıptica. El
Cuadro 6.3 muestra los resultados. Es importante anotar que la columna
3, expresada como el Punto B, indica que se ha tomado como apoapsis
(punto B en la Figura 3.5) para la trayectoria bi-el´ıptica, el radio de o´rbita
del planeta que se indica. As´ı, por ejemplo, en la segunda fila de la tabla,
el punto apoapsis seleccionado corresponde al radio orbital del planeta e.
En este trabajo se ha tomado como punto apoapsis el radio orbital del
planeta inmediatamente ma´s externo al planeta de llegada de la sonda,
como se aprecia en el Cuadro 6.3. Esto se hizo con el fin de dejar abierta la
posibilidad de alcanzar el planeta inmediatamente exterior para algu´n tipo
de maniobra de impulso gravitacional, o con fines de exploracio´n planetaria.
Para el planeta ma´s externo h, se tomo´ como apoapsis dos veces su radio
de orbital, como se aprecia en la tabla.
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Punto B ∆vT,BI.ELI´PTICA (km/s) a2 (ua) a3 (ua) e2 e3 tB(d)
b c d 21.692 0.016054974 0.018110017 0.308004 0.15958 2,38355
b d e 28.4256 0.019555024 0.024500014 0.431859 0.142857 4,23651
b e f 33.501 0.024055021 0.032499995 0.538142 0.138462 6,18435
b f g 36.1658 0.028055012 0.040999982 0.603992 0.097561 8,38412
b g h 39.7824 0.037055006 0.054000033 0.700175 0.166667 12,6922
b h 2h 43.5001 0.06855512 0.094500008 0.83794 0.333333 30,3094
6.1.3 Ana´lisis de tiempos de vuelo e incrementos de energ´ıa.
El Cuadro 6.4 es construido a partir de los Cuadros 6.2 y 6.3, que da
cuenta de la relacio´n entre los incrementos de velocidad, as´ı como la rela-
cio´n entre los tiempos de vuelo asociados a cada maniobra de transferencia.
Espec´ıficamente, en la tercera columna se indica el cociente entre los in-
crementos de velocidad de la o´rbita bi-el´ıptica y la o´rbita de Hohmann.
Obse´rvese que en todos los casos este cociente es mayor que 1, tendiendo
a ser cada vez ma´s pequen˜o conforme aumenta la separacio´n orbital entre
los planetas involucrados. Esto significa que, en todos los casos de estudio,
la o´rbita de transferencia de Hohmann resulta ser la de mayor eficiencia
energe´tica. Como se observa tambie´n de el Cuadro 6.4, la menor diferen-
cia entre los dos tipos de transferencia corresponde al lanzamiento de una
sonda entre los planetas b y f, con una diferencia de aproximadamente 9 %.






b c 1.87293 2.96016
b d 1.3355 3.22932
b e 1.19026 3.50692
b f 1.08694 3.48472
b g 1.10305 4.18833
b h 1.10059 6.5891
En contraste, el lanzamiento cuya diferencia energe´tica resulta mayor
para los dos tipos de transferencia es el asociado a los planetas ma´s inte-
riores b y c, cuya diferencia en los incrementos de velocidad es de alrededor
del 87 %. Este ana´lisis es consistente con la teor´ıa desarrollada en el estudio
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de estos tipos de transferencia [21], donde se muestra que so´lo cuando el
cociente entre los radios externos e interno es mayor a 11.9, la transferen-
cia de Hohmman sera´ el mecanismo ma´s eficiente en te´rminos energe´ticos
para efectuar la transferencia. Por otra parte, la cuarta columna de el Cua-
dro 6.4 muestra los cocientes entre el tiempo de vuelo bi-el´ıptico y el de
Hohmann. Claramente, la trayectoria bi-el´ıptica emplea mayores tiempos
de vuelo, incrementa´ndose con la separacio´n entre las o´rbitas planetarias,
llegando incluso a ser del orden de 6.6 veces mayor para el caso de una
sonda enviada desde el planeta b hasta el planeta ma´s exterior h.
6.2 Gra´ficas de las o´rbitas de transferencia.
Con los datos reportados en el Cuadro 6.1, y a partir de los elementos
orbitales hallados en este trabajo y descritos en los Cuadros 6.2 , 6.3 y 6.4,
se procede a generar gra´ficas de las o´rbitas de transferencia observadas en
las Figuras 6.1 a la 6.6, donde se utilizo´ un marco de referencia helioce´ntrico
con respecto a la estrella TRAPPIST-1 y se toma una escala 1:1 donde la
unidad de medida son las unidades astrono´micas (UA). Cabe resaltar, que
a medida que el apoapsis B entre el planeta de salida y el planeta de llegada
aumenta la excentricidad e2. De igual manera, los semiejes mayor de cada
o´rbita influyen en la forma de las o´rbitas de transferencia bi-el´ıpticas para
los casos dados. La elaboracio´n de estas gra´ficas fue con el uso del software
Mathematica. [23]
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Figura 6.1: Transferencias de Hohmann y Hohmann bi-el´ıptica. En azul y rojo las o´rbitas
de los planetas b y c, respectivamente.
Fuente: [Autor]
Las curvas punteadas pu´rpura y negra corresponden a la transferencia de Hohmann y
Hohmann bi-el´ıptica, respectivamente. El apoapsis B de la o´rbita bi-el´ıptica corresponde
al radio orbital del planeta d. [Escala en (ua)]
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Figura 6.2: Transferencias de Hohmann y Hohmann bi-el´ıptica. En azul y rojo las o´rbitas
de los planetas b y d, respectivamente.
Fuente: [Autor]
Las curvas punteadas pu´rpura y negra corresponden a la transferencia de Hohmann y
Hohmann bi-el´ıptica, respectivamente. El apoapsis B de la o´rbita bi-el´ıptica corresponde
al radio orbital del planeta e.[Escala en (ua)]
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Figura 6.3: Transferencias de Hohmann y Hofmann bi-el´ıptica. En azul y rojo las o´rbitas
de los planetas b y e respectivamente.
Fuente: [Autor]
Las curvas punteadas pu´rpura y negra corresponden a la transferencia de Hohmann y
Hohmann bi-el´ıptica, respectivamente. El apoapsis B de la o´rbita bi-el´ıptica corresponde
al radio orbital del planeta f.[Escala en (ua)]
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Figura 6.4: Transferencias de Hohmann y Hohmann bi-el´ıptica. En azul y rojo las o´rbitas
de los planetas b y f, respectivamente.
Fuente: [Autor]
Las curvas punteadas pu´rpura y negra corresponden a la transferencia de Hohmann y
Hohmann bi-el´ıptica, respectivamente. El apoapsis B de la o´rbita bi-el´ıptica corresponde
al radio orbital del planeta g.[Escala en (ua)]
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Figura 6.5: Transferencias de Hohmann y Hohmann bi-el´ıptica. En azul y rojo las o´rbitas
de los planetas b y g, respectivamente.
Fuente: [Autor]
Las curvas punteadas pu´rpura y negra corresponden a la transferencia de Hohmann y
Hohmann bi-el´ıptica, respectivamente. El apoapsis B de la o´rbita bi-el´ıptica corresponde
al radio orbital del planeta h.[Escala en (ua)]
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Figura 6.6: Transferencias de Hohmann y Hohmann bi-el´ıptica. En azul y rojo las o´rbitas
de los planetas b y h, respectivamente.
Fuente: [Autor]
Las curvas punteadas pu´rpura y negra corresponden a la transferencia de Hohmann y
Hohmann bi-el´ıptica, respectivamente. El apoapsis de la o´rbita bi-el´ıptica corresponde a
dos veces el radio orbital del planeta h.[Escala en (ua)]
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Por medio de la realizacio´n de este proyecto de grado, se desarrollo´ una
serie de algoritmos computacionales para o´rbitas de transferencia, a trave´s
de su ejecucio´n se pueden obtener para´metros tales como elementos orbi-
tales para la trayectoria de una nave espacial en viaje interplanetario, los
vectores de estado de los planetas de salida y llegada y el tiempo de vuelo
que va a tomar realizar esta maniobra espacial. Segu´n lo presentado en
el objetivo general, encaminado a desarrollar un algoritmo computacional
en Matlab que permita obtener los elementos orbitales para la trayectoria
de una nave espacial en viaje interplanetario, haciendo uso de trayecto-
rias del tipo Hohmann y asistencia gravitacional, se consumo´ gracias a lo
presentado en el Cap´ıtulo 5 y tal como se muestra en los Ape´ndices A y B.
Las ecuaciones presentadas en el Marco teo´rico, fueron sintetizadas a
trave´s del procedimiento evidenciado en la seccio´n 5.1 perteneciente al
Cap´ıtulo 5, para as´ı desarrollar los scripts en Matlab de los Algoritmos
computacionales pertinentes a trayectorias de Tipo Hohmann y asistencia
gravitacional, como es expuesto en los Ape´ndices A y B.
Mediante la seccio´n 5.2, en la cual se realiza una validacio´n de los algorit-
mos mediante un proceso comparativo para una misio´n comu´n denotados
en el Ape´ndice C, se establece que los Algoritmos realizados son eficaces
para el calculo de los para´metros requeridos para el calculo de trayectorias
de tipo Hohmann y asistencia gravitacional.
Finalmente, estos Algoritmos computacionales fueron utilizados para
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dos trabajos expuestos mediante la modalidad de ponencia, el primero de
ellos se realizo en la ciudad de Par´ıs, Francia en la 20 International Con-
ference on Aerospace and Aviation Engineering, la segunda ponencia se
realizo´ en el Centro de Estudios Aerona´uticos en el II Encuentro de In-
vestigacio´n, Desarrollo e Innovacio´n en el Sector Aerona´utico . Adicional-
mente, el desarrollo de este proyecto de grado adquiere un valor agregado
debido a la creacio´n de Algoritmos computacionales propios,de esta ma-
nera se pretende no depender de uso de softwares especializados de alto
costo adquisitivo y generando una herramienta para el uso por parte de la
institucio´n Universitaria Los Libertadores.
7.1 Recomendaciones
El desarrollo de Algoritmos computacionales en Matlab haciendo uso de
trayectorias del tipo Hohmann y asistencia gravitacional, fue realizado con
e´xito, mostrando procedimientos, datos y ca´lculos de manera efectiva. Sin
embargo, es necesario destacar las siguientes recomendaciones:
• Para el uso de este tipo de Algoritmos computacionales en sistemas
como lo es TRAPPIST-I, es relevante ejercer y aprovechar estudios
ma´s profundos acerca de la exploracio´n espacial por parte de la comu-
nidad cient´ıfica hacia este tipo de exoplanetas, como lo es el reciente
env´ıo de la sonda Tess por parte de la NASA, ya que en este sistema
solo se han podido obtener datos por parte de la sonda Kepler enviada
por la misma compan˜´ıa.
• Establecer para´metros de error de escritura en los co´digos, as´ı como un
estudio profundo de programacio´n en este tipo de software empleado,
ayudar´ıa a crear rutinas computacionales eficientes para posteriormen-
te utilizarlos en trabajos de ca´lculo de trayectorias de tipo Hohmann y
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Figura A.2: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 1)
Fuente: [Autor]
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Figura A.3: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 2)
Fuente: [Autor]
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Figura A.4: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 3)
Fuente: [Autor]
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Figura A.5: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 4)
Fuente: [Autor]
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Figura A.6: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 5)
Fuente: [Autor]
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Figura A.7: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 6)
Fuente: [Autor]
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Figura A.8: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 7)
Fuente: [Autor]
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Figura A.9: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 8)
Fuente: [Autor]
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Figura A.10: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 9)
Fuente: [Autor]
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Figura A.11: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
una fecha (continuacio´n 10)
Fuente: [Autor]
51
Algoritmos computacionales para o´rbitas de transferencia
Figura A.12: Algoritmo para el ca´lculo de vectores de estado y elementos orbitales dada
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Figura B.2: Algoritmo para el ca´lculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 (continuacio´n 1)
Fuente: [Autor]
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Ape´ndice B. Segundo Ape´ndice
Figura B.3: Algoritmo para el ca´lculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 (continuacio´n 2)
Fuente: [Autor]
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Figura B.4: Algoritmo para el ca´lculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 (continuacio´n 3)
Fuente: [Autor]
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Figura B.5: Algoritmo para el ca´lculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 (continuacio´n 4)
Fuente: [Autor]
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Figura B.6: Algoritmo para el ca´lculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un





Figura C.1: Algoritmo para el calculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 realizado por el Autor
Fuente: [Autor]
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Figura C.2: Algoritmo para el calculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 estipulado en [8] (a)
Fuente: [8]
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Ape´ndice C. Tercer Ape´ndice
Figura C.3: Algoritmo para el calculo de la trayectoria desde un planeta 1 hasta a un
planeta 2 estipulado en [8] (b)
Fuente: [8]
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